PTSI G.Eiffel 2013/2014 Devoir a la maison n° 8 pour le lundi 06/01/2014

Exercice 1 : Simplifier autant que possible (on suppose x #0) :
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Exercice 2 : On considere la fonction f: N oS x et la suite u définie par la relation de récurrence : uy =0

etVneN, up = f(uy).
1. (a) Montrer que f([0,1]) [0, 1].
(b) Montrer que f et f o f possedent un unique point fixe sur [0, 1], que 'on notera a.

(c) Représenter le graphe de f sur [0, 1], a et la construction graphique des termes g, U1, Uz, Us, Uy Sur
un méme dessin. (unité : 8 cm)

2. (a) Montrerque:VneN, u,€[0,1].
(b) Prouver que les suites (u2,) et (#2,+1) sont monotones.
(c) Prouver que les suites (u2,) et (u#2,+1) convergent vers a.
(d) En déduire que (u,) converge.

3. (a) Montrer que f est M-lipschitzienne sur [0, 1], avec M € [0, 1] (on précisera la valeur de M)
(b) Prouverque:VneN, |u,+1 —al < Mlu, —al.
(c) Endéduireque:VneN, |u, —al< M".
(d) Déterminer en fonction de M un entier ng a partir duquel u,, est une valeur approchée de a a 107°

pres.
Exercice 3 :

1. Soient a < b deux nombres réels. On considere deux fonctions f et g définies sur [a, b] et a valeurs dans
R; ces deux fonctions sont supposées continues sur [a, b], dérivables sur ]a, b[, avec: Vx €]a, b, g'(x) # 0.

(a) Montrer que g(b) —g(a) #0.
(b) Trouver A € R pour que la fonction h = f — Ag vérifie h(a) = h(b).

(c) Etablir alors que :
f)-fl@ fc

| bl / =
cela bl —g@ g

2. Une application de ce résultat :

(a) On suppose maintenant que f et g sont deux fonctions dérivables sur R*, continues sur R, vérifiant
f0)=g(0)=0et VxeR* g'(x) #0.

Montrer que si hm L ,E g ¢ €R, alors hm L Exi /.
(b) Calculer alors:
oef-1-x
lim —Q
x—0 X

(c) Endéduirequel’ona:VxeR, e*=1+x+ %2 + x%e(x) avec limoe(x) =
X—
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