PTSI G.Eiffel 2013/2014 Devoir surveillé n° 8 : Concours Blanc le 28/04/2014

Durée : 4h. Calculatrices et téléphones portables interdits. Il sera tenu compte de la présentation, de I'ortho-
graphe et de la précision de la rédaction dans la notation de la copie.

Exercice 1 :
On considere I'application ¢ définie par :

X

VxeR, p(x) = f e " dt (intégrale non calculable de facon exacte!)
0

1. (a) Montrer que ¢ est de classe €' sur R. Quel est son sens de variation sur R, ?
(b) Alaide d'un changement de variables, déterminer la parité de ¢.

2. (a) Montrer que
1

_u.

Yuel—-oo,1[, 1+u<e%<

Pour montrer la deuxieme inégalité on pourra étudier la fonction définie par h(u) = (1 —u)e* —1

(b) En déduire que:

x2\" 2 1
Vnel\l*,‘v’xe[o,\/ﬁ],(l——) <e’ £—
n x2
1+5)
/2
3. Pour tout entier n €N, on pose : A, = f (cos)"dt.
0

(a) Calculer Ag, A;, As.

(b) Montrerque:VneN, A, <A,etA,>0.

(c) Etablirlarelation: Vn =2, nA, = (n—1)A,_,. (utiliser une intégration par parties)

(d) Endéduire que la suite (nA,A;—1)nen+ €st constante. Quelle est la valeur de cette constante ?

(e) Enremarquantquel'ona:Vn=2, A, < A,-1 < A,—2, prouver que A, est équivalenta A,_; quand n
tend vers +oo.
En déduire que Ay ~400 1/ 35
vn 2

n
4. Pour tout entier n € N*, on pose: B, = [ (1 - 7) dxetCy,=
0

(a) Montrer que: B, < ¢(y/n) < Cy,.

(b) En utilisant le changement de variables x = y/ntan t dans C,, montrer que :

ATlaide d'un changement de variable similaire, montrer que : B, = \/nAzy+1.
(c) Endéduire (proprement!)lalimite de ¢(v/n) quand n tend vers +oo.

(d) Montrer que ¢ admet une limite en +oco. Déterminer lirP @(x).
X—+00
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Exercice 2 : Soit ABC un triangle du plan, et un nombre réel r €]0, 1[. On consideére les points A, B’ et C’ définis

AA' = rAB
par:< BB' = rBC
CC'=rCA

Dans le plan complexe, on note a, b et ¢ les affixes des points respectifs A, B, C, et a, b’ et ¢’ les affixes des
points respectifs A’, B, C'.
On note E le C-espace vectoriel C°.
1. Montrer que a' = (1 - r)a+ rb. Déterminer de méme les affixes b’ et ¢’ des points B’ et C’ en fonction de
a b, cetr.
2. Démontrer que les triangles A'B’C’ et ABC ont le méme centre de gravité G d’affixe g.
3. Montrer que I'application ¢ : (a, b,¢) — (a’,b’, ¢’) est un endomorphisme de E.

a a 100 010 1 00 1 1 1
4. Onpose T=|b|, T'=|b |, I=[0 1 0of,7=]|0 0 1|,K=|0 0 1|,etP=[1 j j?|oujestle
c c 001 1 00 010 1 j% ]
. -1+iV3
nombre complexe j = —

(a) Déterminer la matrice M telle que T' = MT.
Exprimer la matrice M al’aide des matrices I et J.
(b) Déterminer la matrice D diagonale telle que JP = PD.

(c) Exprimer P? en fonction de K. Calculer K?, et en déduire que P est inversible. Donner P~! en fonc-
tionde P etde K.

(d) Déterminer la matrice A diagonale telle que M = PAP™!.
(e) En déduire I'expression, pour tout 7 € N, de M" en fonction de P, P™!, A et n.

x x x b
(f) Montrer que les ensembles Ey =< (x,y,2) €E/Jx|y|=|y| p Ej={ .20 € ElJx|y|=j|y
z z z z
X X
etEp=4(x,y2€E/Jx|y|= j?| v | + sont des droites vectorielles de E dont on précisera un vec-
z z
teur directeur de premiere coordonnée égale a 1.
a
5. On considere la suite (T}) ,eny définie par To = | b |, et pour tout n €N, T4 = MT,,.
c

(a) Exprimer T}, en fonction de M, n et Tj.

(b) Montrerque [1-r+rj|<let|l-—r+rj?|<1.

(c) On dit qu'une suite de matrices converge si les suites respectives de chaque coefficient matriciel
convergent.

La matrice ayant pour coefficients les limites respectives de ces suites est dite la limite de la suite de
matrices.

Quelle est la limite de la suite (A") ;en ?

(d) On admet que si les suites de matrices (A,) et (B;) convergent vers A et B respectivement, alors les
produits (A, x B,;) convergent vers A x B.

Quelle est la limite de la suite (T},) yen ?
(e) Quel résultat géométrique peut-on en tirer ?
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Exercice 3 : On se place dans un plan euclidien orienté muni d'un repere orthonormé direct (O;7, 7). Soit € le
cercle de centre O et de rayon 1 et le point A(a,0) ou a €]1, +ocol.

On dit qu'un point M(x, y) du cercle € est visible du point A lorsque pour tout M'(x', y"),

Définition 1 . . . .
point d’intersection du cercle et de la droite (AM), on a : x' < x.

On cherche ’ensemble des points du cercle € visibles du point A (au sens de la définition précédente!).
Pour 0 € R, on note M(0) le point de coordonnées (cos(8), sin(0)).
De plus, on pose : w = arccos (1).

1. (a) Justifier I'existence de w et que w €]0, Z|.

(b) Donner les coordonnées des vecteurs OM (w) et AM(w) en fonction de a.

(c) Etablir que la droite (AM(w)) est tangente au cercle €.

sin(x
2. On considere la fonction f: x — #
cos(x) —a
(a) Montrer que cette fonction est bien définie sur R et est de classe €.
(b) Soit x € R. Donner une expression de f’(x) en fonction de a et de cos(x).

(c) En déduire que f est strictement décroissante sur I'intervalle [0, w] et est strictement croissante sur
I'intervalle [w, 7].

3. Soit 2 une droite passant par A coupant le cercle € en au moins un point.
Montrer que 2 admet une équation de la forme : y = m(x—a) ou m e R.

4. Soit m et 8 deux réels. On note 9,, la droite d’équation : y = m(x — a).
Montrer que : M(0) € 9,, si et seulement si m = f(6).

5. Montrer que les points M(0) et M () sont sur la droite 9, puis aprés avoir comparé leurs abscisses, que
le point M (0) est visible du point A alors que le point M () ne I’est pas.

6. Soit deuxréels 0, et 0, telsque: 0<0; <0, <met f(01) = f(02).
(a) Montrer que les points A, M(0,) et M(0,) sont alignés.
(b) Prouver que le point M(6;) est visible du point A alors que le point M(62) ne I'est pas.
(c) Justifier brievement que: 6, < w < 6.
7. Soit 0 € [0,7]. Etablir que :
(@) sif < w, alorsle point M(0) est visible du point A.
(b) sif > w, alors le point M(8) n’est pas visible du point A.
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